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Введение 
Сахарный диабет первого типа – это метаболическое, аутоиммунное заболевание, характери-
зующееся неспособностью организма поддерживать уровень глюкозы в крови в целевом интер-
вале по причине разрушения β-клеток поджелудочной железы, отвечающих за секрецию инсули-
на. Диабет вызывает множество опасных осложнений, избежать которые можно только путем 
контроля уровня глюкозы в крови человека и его удержания в физиологическом интервале [1]. 
Наиболее эффективный способ улучшения гликемического профиля и качества жизни боль-
ного сахарным диабетом первого типа является использование интенсивной инсулинотерапии, 
основанной на индивидуальном подборе схемы и доз вводимого инсулина. Поэтому оправдана и 
актуальна разработка специализированных методов поиска оптимального введения инсулина для 
поддержания уровня глюкозы в крови человека в целевом интервале, для чего широко использу-
ется математическое моделирование [2–9]. 
Данное исследование посвящено разработке и численному решению задачи оптимального 
управления влияния инсулинотерапии на гликемический профиль у больных сахарным диабетом 
первого типа, основанному на условиях оптимальности для негладких систем с постоянным за-
паздыванием в фазовой переменной. 
 
1. Математическая модель изменения динамики инсулин – глюкоза в крови человека 
Для изучения наиболее общих закономерностей изменения динамики инсулин – глюкоза в 
организме человека рассмотрим математическую модель, предложенную Н.А. Широковой [10–12]. 
Данная модель построена на основе соотношения баланса уровня глюкозы (Г = Г(t)) и концен-
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Работа посвящена проблеме математического моделирования и поиска оптимального 
управления динамикой баланса инсулин – глюкоза в крови человека, представленной неглад-
кой системой дифференциальных уравнений с постоянным запаздыванием. Цель исследова-
ния. Данное исследование направлено на разработку и численное решение задачи оптималь-
ного управления гликемическим профилем у больных сахарным диабетом первого типа путем 
инсулинотерапии, основанного на условиях оптимальности для негладких систем с постоян-
ным запаздыванием в фазовой переменной. Методы. Общая методика исследования изучае-
мой проблемы базируется на математической теории оптимального управления, теории чис-
ленных методов, теории дифференциальных уравнений с негладкой правой частью и с запаз-
дывающим аргументом. При реализации программного комплекса применены методы объ-
ектно-ориентированного проектирования. Результаты. В данном исследовании на базе ис-
ходной динамической модели, предложенной Н.А. Широковой, построена задача оптималь-
ного управления динамикой регуляции гликемии у больных сахарным диабетом первого типа 
с негладкой правой частью и постоянным запаздыванием в фазовой переменной. На основа-
нии полученного для построенной задачи оптимального управления необходимого условия 
оптимальности разработан алгоритмический и программный инструментарий, с помощью ко-
торого получены оптимальные программы, представлена их содержательная интерпретация.
Заключение. Результаты, полученные на основе программной реализации численных алго-
ритмов разработанной негладкой задачи оптимального управления балансом инсулин – глю-
коза с постоянным запаздыванием в фазовых переменных, позволяют получить данные, кото-
рые необходимы при мониторинге ситуации по изменению гликемического профиля, при 
прогнозировании заболевания сахарным диабетом и выборе эффективного лечения. 
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трации инсулина (I = I(t)) в крови человека на временном отрезке ∈ [ ; ]и представлена сис-
темой нелинейных дифференциальных уравнений, записанных в нормальной форме Коши: 
 = α(Г − Г )θ(Г − Г ) − βГ ,                  (1) 
Г = γ(Г − Г)θ(Г − Г) − σГ − μ(Г − Г )θ(Г − Г ) + ( )  
с начальными условиями  
( ) = , Г( ) = Г ,                    (2) 
и фазовыми ограничениями  
( ) ≥ 0, Г( ) ≥ 0, ∈ [ ; ].                   (3) 
Биологический смысл и значения параметров модели (1)–(3) представлены в табл. 1. Пара-
метры определены согласно соотношениям, полученным в [10–12], на основе качественного ис-
следования модели (1)–(3) и уточнены в ходе вычислительных экспериментов по настройке мо-
дели на данные обобщенной картины баланса инсулин – глюкоза.  
Предположим идеальную модель питания, когда человек, не испытывающий физических на-







внешний источник поступления глюкозы в течение одних суток. θ(x) = 1, > 00, < 0 – функция Хеви-
сайда, определяющая нарушение гладкости системы дифференциальных уравнений (1).  
Уровень концентрации глюкозы в крови человека служит основным показателем, опреде-
ляющим его гликемический профиль и позволяющим диагностировать нарушение углеводного 
обмена. Путем численного решения системы (1)–(3) на интервале T = 24 ч при начальных усло-
виях ( ) = 0, Г( ) = 5, где = 0 и параметрах, представленных в табл. 1, получены графики 
гликемического профиля при различных значениях параметра α, представленные на рис. 1.  
Таблица 1 
Значения параметров модели динамики инсулин – глюкоза 
Table 1 
Values of the parameters of the insulin-glucose dynamics model 
Параметр Смысловая интерпретация Значение Размерность 
Г  Нормальный уровень глюкозы ≈ 5 ммоль/л 
Г  Критический уровень глюкозы, т. е. уровень глюкозы, вы-ше которого происходит вывод ее из организма через почки ≈ 10 ммоль/л 
α Коэффициент, отвечающий за чувствительность к глюкозе 1 1/ч 
β Коэффициент утилизации инсулина глюкозой 2 1/Ед.·ч 
γ Коэффициент, отвечающий за выход глюкозы из печени для поддержания ее нормального уровня 6 1/ч 
  Коэффициент утилизации глюкозы инсулином 44 1/Ед.·ч 
µ Параметр, отвечающий за вывод глюкозы через почки, если она превышает критический уровень 5 1/ч 
 Скорость усвоения пищи или гликемический индекс при-нимаемой пищи 0,5 ч 
A Среднесуточное потребление глюкозы 31 ммоль/л·ч 
 
 
Рис. 1. Гликемический профиль при различных значениях параметра  
Fig. 1. Glycemic profile at different values of the parameter  
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Согласно графикам, представленным на рис. 1, уменьшение параметра α, определяющего 
скорость выработки инсулина, приводит к заболеванию сахарным диабетом 1-го типа. Причем 
α = 1 определяет случай здорового организма, α = 0,1 – скрытую форму диабета, α = 0,01 и 
α = 0,001 – явную форму диабета, что подтверждают результаты численного моделирования 













α = 0,1 
Явные формы диабета 
α = 0,01 α = 0,001 
<Г> = ∫ Г( ) /24 – среднесуточный уровень 
гликемии 
5,89 7,94 10,06 10,44 
<I> = ∫ ( ) /24 – среднесуточная концен-
трация инсулина 
0,029 0,01 0,001 0,0001 
ΔI = α∫ (Г( ) − Г )θ(Г( ) − Г ) ∙ , = 5 – 
общий произведенный инсулин за сутки 
48,33 29,4 5,47 0,59 
ΔГ = µ∫ (Г( ) − Г )θ(Г( ) − Г ) ∙ /5,5, 
= 5 – количество глюкозы, выведенной через 
почки за сутки 
0 75,6 168,74 187,01 
 
2. Построение управляемой модели лечения сахарного диабета первого типа 
Для разработки оптимальных методов стабилизации концентрации глюкозы в крови челове-
ка больного сахарным диабетом первого типа в пределах ее нормального уровня на базе исход-
ной динамической модели (1)–(3), предложенной Н.А. Широковой [10–12], путем введения ис-
кусственного инсулина и расширения пространства фазовых переменных за счет учета концен-
трации искусственного инсулина в крови человека (K = K(t)), построена управляемая модель ба-
ланса инсулин (I = I(t)) – глюкоза (Г = Г(t)), представленная нелинейной системой дифферен-
циальных уравнений с негладкой правой частью и запаздывающим аргументом: 
 = α(Г − Г )θ(Г − Г ) − βГ ,                  (4) 
Г = γ(Г − Г)θ(Г − Г) − σГ − σ Г ( − τ) − μ(Г − Г )θ(Г − Г ) + ( ), 
 = (1 − α) θ(Г − Г ) − β Г   
с начальными условиями  
t ∈ [−τ, 0], ( ) = , Г( ) = Г , ( ) =                 (5) 
и фазовыми ограничениями 
( ) ≥ 0, Г( ) ≥ 0, ( ) ≥ 0, ∈ [ ; ].                (6) 
Функция u = u(t) описывает поступление искусственного инсулина извне и удовлетворяет ог-
раничению, учитывающему физиологически допустимую дозу вводимого инсулина  
0 ≤ ( ) ≤ , ∈ [ ; ],                    (7) 
где максимальная доза вводимого инсулина B определяется длительностью заболевания, весом и 
уровнем глюкозы в крови и имеет вид, представленный в [13]. 
В модели (4) параметр α – весовой коэффициент, характеризующий степень влияния естест-
венного и искусственного инсулина и определяющий форму диабета (α = 1 определяет случай 
здорового организма, α = 0,1 – скрытую форму диабета, α = 0,01 и α = 0,001 – явную форму 
диабета,); τ − временная задержка начала действия инсулина с момента введения, определяющая 
тип вводимого инсулина. 
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3. Выбор критерия качества в модели управления метаболизмом  
при сахарном диабете первого типа и постановка задачи оптимального управления 
Цель инсулинотерапии заключается в том, чтобы копировать естественную реакцию челове-
ческого организма на изменение уровня глюкозы в крови и вводить инсулин в организм в нуж-
ные моменты в необходимых количествах. В качестве критериев оптимизации, выражающих 
цель управления динамикой сахарного диабета первого типа, могут быть использованы различ-
ные показатели, направленные, например, на стабилизацию уровня сахара в крови человека; 
уменьшение доз вводимого инсулина, с целью экономии государственных средств или избежания 
побочных действий инсулина, способствующего развитию метаболического синдрома и прогрес-
сирования ряда заболеваний; наибыстрейшее достижение заданного допустимого показателя са-
хара после приема пищи и другие критерии. 
Гликемический профиль у больных сахарным диабетом первого типа определяется динами-
кой концентрации глюкозы Г = Г(t) в крови человека. Для исследования закономерностей дина-
мики инсулин – глюкоза в крови человека предположим, что среди допустимых вариантов 
управления реализуются те, которые обеспечивают близость Г = Г(t) к опорному решению Г , 
соответствующему поддержанию нормального уровня глюкозы.  
Тогда в рамках построенной управляемой модели (4)–(7) выбор оптимального управления 
рассмотрим как задачу минимизации функционала  
I(u) = ∫ (Г( ) − Г ) → min.                  (8) 
Минимизация функционала (8) позволяет подобрать инсулинотерапию, стабилизирующую 
уровень сахара в крови человека в пределах показателей нормы Г . 
Таким образом, задача оптимального управления динамикой сахарного диабета первого типа 
определяется системой нелинейных дифференциальных уравнений с негладкой правой частью и 
постоянным запаздыванием в фазовых переменных, записанной в нормальной форме Коши вида (4), 
с начальными условиями (5), фазовыми ограничениями (6), где функция u = u(t) описывает по-
ступление искусственного инсулина извне в единицу времении удовлетворяет ограничению (7). 
Момент окончания T динамики системы (4) задан. Целью управления является минимизация 
функционала (8). 
Задача оптимального управления состоит в нахождении оптимального управления u(t), 
∈ [ ; ], которое минимизирует функционал (8) при ограничениях (4)–(7). Задача (4)–(7) явля-
ется задачей Лагранжа оптимального управления.  
 
4. Необходимое условие оптимальности и численное решение задачи оптимального  
управления балансом инсулин – глюкоза при сахарном диабете первого типа,  
заданной негладкой системой с постоянным запаздыванием в фазовых переменных 
В оптимизационной задаче (4)–(8) система дифференциальных уравнений (4) представляет 
собой систему с негладкой правой частью и с запаздывающим аргументом, общий вид которой 
̇ =
, ( ), ( − τ), ( ) , (Г) < 0,
, ( ), ( − τ), ( ) , (Г) ≥ 0,
                (9) 
где = ( ) = Г( ), ( ), ( )  – абсолютно непрерывная на отрезке [ ; ] вектор-функция со-
стояния; u = u(t) – кусочно-непрерывная на отрезке [ ; ] функция управления. Поверхность пе-
реключения S(t, x) – непрерывно дифференцируемая по совокупности аргументов вектор-функ-
ция, имеющая вид ( , ) = (Г) = (Г − Г , Г − Г, Г − Г ), где Г  = 5 ммоль/л; Г =10 ммоль/л – 
нормальный и критический уровни глюкозы соответственно. Будем считать (Г) = Г − Г ; 
(Г) = Г − Г; (Г) =  Г − Г . Рассмотрим случай многократного протыкания траекторией 
= ( ) = (Г( ), ( ), ( )) поверхностей переключения (Г), = 1,3 в точках, определенных век-
тором τ , = 1, , = 1,3 , где τ  , = 1, , = 1,3 – моменты переключения, то есть точки, в кото-
рых Г τ = 0, = 1, , = 1,3. Функции , ( ), ( − ), ( )  и , ( ), ( − ), ( ) , 
= 1,3 в (9) – функции, описывающие правую часть системы дифференциальных уравнений (4) 
до и после моментов переключения τ  , = 1, , = 1,2, = 1,3 соответственно. 
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Для построения оптимального управления применим принцип максимума Понтрягина [14–16]. 
Так как в задаче имеются фазовые ограничения (6), то обеспечим их выполнение путем введения 
штрафного слагаемого в функционал (8) и перейдем к постановке задачи, в которой отсутствуют 
фазовые ограничения, а функционал имеет вид  
I(u)= ∫ (Г( ) − Г ) + → min,               (10) 
где = ∫ [(max{−Г, 0}) + (max{− , 0}) + (max{− , 0}) ] , 
1, 2 ,k   0,kА  lim ,kk
А

  kA  – параметры штрафа.  
Функция Понтрягина для задачи (4), (5), (7), (10) имеет вид 
( , ( ), ( − τ), ( ), ψ( ), λ ) =
( , ( ), ( − τ), ( ), ψ ( ), λ ), (Г) < 0,
( , ( ), ( − τ), ( ), ψ ( ), λ ), (Г) ≥ 0,  
где  
( , ( ), ( − τ), ( ), ψ( ), λ ) = ψ , , ( ), ( − τ), ( ) −  
−λ (Г( ) − Г ) + (max{−Г, 0}) + (max{− , 0}) + (max{− , 0}) ) , 
= 1,2, = 1,3, 1, 2 ,k   0,kА  lim ,kk
А

  kA  – параметры штрафа. 
Функции ψ ( ): → , = 1,2, = 1,3 – сопряженные вектор-функции, определенные на 
промежутках ; τ = , = 1, , = 1,3 и на промежутках τ ;  = , = 1, , = 1,3  
непрерывны и почти всюду непрерывно дифференцируемы на этих отрезках. 
Обозначим скалярные функции ( ) = ( , ( ), ( − ), ( ), ( ), ), ∈ , = 1, ,  
= 1,2, = 1,3.  
Воспользовавшись принципом максимума Понтрягина, сформулируем теорему о необходи-
мых условиях оптимальности для задачи оптимального управления (4), (5), (7), (10) с негладкой 
правой частью и постоянным запаздыванием [4]. 
Теорема: Пусть процесс ω = ̅( ), ̅( − τ), ( ), τ = 1, , = 1,3, где τ  – точки протыка-
ния траекторией поверхностей переключения Г τ = 0, = 1, , = 1,3, является оптимальным 
в поставленной задаче (4), (5), (7), (10). Тогда с необходимостью существует множитель 0 0   и не-
равные одновременно нулю функции ψ ( )ψ ( ) , = 1,3 такие, что выполняются следующие усло-
вия: 
1) оптимальное управление ( ) во всех точках непрерывности доставляет максимум функции 
Понтрягина , ̅( ), ̅( − τ), ( ), ψ ( ), λ , = 1,2, = 1,3 по всем 0 ≤ ( ) ≤ , то есть 
, ̅( ), ̅( − τ), ( ), ψ ( ), λ = max ( ) , ̅( ), ̅( − τ), ( ), ψ ( ), λ , 
= 1,2, = 1,3;  
2) сопряженные вектор-функции ψ ( ), = 1,2, = 1,3 удовлетворяют системе дифферен-
циальных уравнений: 
ψ̇ ( ) = − , ̅
( ), ̅( ), ( ), ( ), − , ̅
( ), ̅( ), ( ), ( ), ,  
= 1,2, = 1,3, ∈ [ ; ], 
ψ ( ) ≡ 0, = 1,2, = 1,3, > ; 
3) условие трансверсальности  
ψ ( ) = 0, = 1,2, = 1,3; 
4) условия допустимости (4)–(5); 
5) в точках τ , = 1, , = 1,3 пересечения траекторией поверхности переключения выпол-
няется условие скачка сопряженной вектор-функции: 
ψ τ − 0 = ψ τ + 0 + λ Г( )
Г
, τ − 0 = τ + 0 , 
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λ =
, ̅ , ̅ , , ̅ , ̅ , ∙
Г( )
Г ∙ , ̅ , ̅ ,
, 
где λ  – величины скачка в точках τ , = 1, , = 1,3. 
Так как поверхность переключения ( , ) = (Г) = (Г − Г , Г − Г, Г − Г ) не зависит от 
аргумента t , то функция Понтрягина постоянна и не имеет скачков на оптимальном решении.  
Так как функция Понтрягина линейна по управлению, то введем функции переключения: 
φ = (1 − α)θ(Г − Г )ψ . Из условия максимума функции Понтрягина находим оптимальное 
управление =
0,            φ < 0,
,            φ > 0,
∈ [0; ], φ = 0.
 
Таким образом, имеем краевую задачу принципа максимума Понтрягина, замкнутую управ-
лением . 
Для решения краевой задачи принципа максимума Понтрягина применен метод множителей 
Лагранжа, основанный на сведении исходной непрерывной задачи оптимального управления к 
дискретной задаче. Для реализации численного алгоритма получены условия стационарности 
функции Лагранжа и условие минимума функции Лагранжа по управлению, которым с необхо-
димостью удовлетворяет оптимальный процесс. Для поиска оптимальных динамических траек-
торий и оптимального управления программно реализованы алгоритмы, основанные на итераци-
онном методе и методе проекции градиента по управлению, позволяющие получить численные 
результаты решения поставленной задачи. 
 
5. Оптимальные программы компенсации сахарного диабета первого типа 
Путем программной реализации численных алгоритмов решения задачи оптимального 
управления (4)–(8) на интервале T = 24 ч при начальных условиях ( ) = 0, ( ) = 0, Г( ) = 5, 
где = 0, и параметрах, представленных в табл. 1, получены графики гликемического профиля у 
больных сахарным диабетом первого типа при разных значениях параметра α, соответствующих 
явной и скрытой форме диабета, представленные на рис. 2–4 и в табл. 3. Решение задачи (4)–(8) 
получено на основе программной реализации алгоритмов итерационного метода и метода проек-
ции градиента по управлению. 
 
 
Рис. 2. Гликемический профиль при = ,  
Fig. 2. Glycemic profile at = ,  
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Рис. 3. Гликемический профиль при = ,  
Fig. 3. Glycemic profile at = ,  
 
 
Рис. 4. Гликемический профиль при = ,  
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Таблица 3 
Сравнительные данные программ лечения 
Table3 





α = 0,1 
Явная форма 
диабета 
α = 0,01 
Явная форма  
диабета 
α = 0,001 
<Г> = ∫ Г( ) /24 – среднесуточный уровень 
гликемии 





<I> = ∫ ( ) /24 – среднесуточная концен-
трация естественного инсулина 





ΔI = α∫ (Г( ) − Г )θ(Г( ) − Г ) ∙ ,  = 5 – 
общий произведенный инсулин за сутки 
29,4 4,8/ 1,57 5,47 0,48 0,59 
0,07/ 
0,14 
ΔГ = µ∫ (Г( ) − Г )θ(Г( ) − Г ) ∙ /5,5,  
= 5 – количество глюкозы, выведенной через 
почки за сутки 





Г = max{Г( ), ∈ [ ; ]} – максимальная 







Г = min{Г( ), ∈ [ ; ]} – минимальная кон-







<K> = ∫ ( ) /24 – среднесуточная концен-
трация искусственного инсулина 





I(u) = ∫ (Г( ) − Г )  – целевой функционал 
поставленной задачи оптимального управления 






Согласно результатам численного моделирования, представленным на рис. 2–4 и табл. 3, 
управление, отражающее реализацию инсулинотерапии при скрытой и явных формах заболева-
ний сахарным диабетом первого типа, приводит к компенсации сахарного диабета первого типа, 
снижению максимальной концентрации глюкозы за сутки, снижению среднесуточного уровня 
гликемии, что является желаемым результатом. 
 
Заключение 
С использованием численных методов решения (метод проекции градиентов, итерационный 
метод) задачи оптимального управления (4)–(8) реализуется подбор корректных доз вводимого 
инсулина для стабилизации уровня сахара в крови человека в пределах нормального уровня.  
Построенные оптимальные программы компенсации сахарного диабета первого типа позво-
ляют создать безопасные устройства для автоматического поддержания заданной концентрации 
глюкозы в плазме крови, тем самым воплотив идею искусственной поджелудочной железы, 
функционирующей в замкнутом контуре. 
 
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта  
№ 20-07-01065, а также гранта Президента Российской Федерации для государственной поддержки 
ведущих научных школ Российской Федерации (НШ-2502.2020.9). 
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The work is devoted to the problem of mathematical modeling and search for optimal control of 
the dynamics of the insulin-glucose balance in human blood, represented by a nonsmooth system of 
differential equations with a constant delay. Aim. This study is aimed at developing and numerically 
solving the problem of optimal control of the glycemic profile in patients with type 1 diabetes mel-
litus by insulin therapy, based on the optimality conditions for nonsmooth systems with a constant 
delay in the phase variable. Methods. The general research technique of the problem under study is 
based on the mathematical theory of optimal control, the theory of numerical methods, the theory of 
differential equations with a nonsmooth right-hand side and with a lagging argument. When imple-
menting the software package, the methods of object-oriented design are used. Results. In this study, 
on the basis of the initial dynamic model proposed by N.A. Shirokova, the problem of optimal con-
trol of the dynamics of glycemic regulation in patients with type 1 diabetes mellitus with a non-
smooth right side and a constant delay in the phase variable is constructed. On the basis of the neces-
sary optimality condition obtained for the constructed optimal control problem, algorithmic and 
software tools have been developed, with the help of which optimal programs are obtained, and their 
meaningful interpretation is presented. Conclusion. The results obtained on the basis of the software 
implementation of numerical algorithms of the developed nonsmooth problem of optimal control  
of the insulin-glucose balance with a constant lag in the phase variables, make it possible to obtain 
the data that are necessary for monitoring the situation regarding the change in the glycemic profile, 
for predicting diabetes mellitus and choosing an effective treatment. 
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